Ubungsaufgaben M 1

1) Bilde den Differenzenquotienten der Funktion x —> y in der Umgebung
von x = a; bringe ihn in eine moéglichst einfache Form.

a) y=2x-5 b)y=x2 c) y=x3 d)y=3x2+l
1 2
e) y=— f) y=(2x+) g)y=xi2 h) y=2vx

2) Ermittle den Differentialquotienten der Funktionen von Aufgabe 1) an
der Stelle x = a.

3) Berechne den Differentialquotienten (die 1.Ableitung) der Funktion an der Stelle
x=1.
X
x+1

1 2 2 1
a)x-—)ix b) x > x -2x c) B s d) x>

4) Bestimme die 1.Ableitungsfunktion f': x — y' der Funktion f: x — y (auch
kurz 1.Ableitung genannt).
X

a) f: y=x2+3 b) f:y=2x3 ¢c)fiy= e

d) fi)'=x_2 e) f y=vx+3 f)f y=vx*+4

X

5)  An welchen Stellen besitzt die Funktion x — f(x) keine Ableitung ?

a) f(x) = x| b) f(x) =sgnx o) f(x) = [x]
d) f(x)=|x-2|+|x]| e) f(x)= |x2 - 6X| f) f(x) = |x+4| - sgn(x - 3)
6) Bestimme die Gleichung der Tangente im Kurvenpunkt P.
2 ,
a) x> x, P2y b) x> 2x -x, P(l/yp)
¢) x = X +2x, P(-2/yy) d) x >x -3, P(4lyp)
2
&) x o "2:3 . P(llyp) f) x> 2, P(6ly)

7) In welchen Punkten hat der Graph der Funktion f die Steigung m =1 ?

a) f:y=x2-5x b) f:y=x3-x2 c) f:y=x—4 d) f y=+6x-3

X

8) Ermittle f'(x,) einerseits durch lim , andererseits durch lim .

a) f: X% X =1 (Xo= —2; Xoe ) b) f:Xi— —2x®+1: X5 =0 (Xo= — 1: Xp=a)
c) f:x—=x4 X =0 (Xg= —2; Xg=2) d) f:x—2x*+x; %3 =1 (xg=—0,5; xg=2a)
e) f: xr—>x+%; Xg =1 (Xg=4a,a=0) f) f:xr—»%ﬂ; Xg =2 (Xg=a,a+ —1)

g) f:x—>x24+Vx; x, =2 (x,=a,a>0) h) f:x—x+1:% =1 (Xg=a,a>—1)

9) Ermittle die Ableitung der Funktion f mit Hilfe des Differenzenquotienten.

1 1 1 1

a) f(x)=1+—x b) ﬂx):1+3x c) f(x):;z- d) f(x)=;
s | i & s 15
°) fx) = 0 = g) f(x) =x]/x ) fx) =%




10) Untersuche, ob die Funktion f an der Stelle x, stetig ist. Zeichne ein Schaubild.

a) f(x)=|x|; x,=0 b) f(x)=1/;<; Xo=0 c) f(x)=[x]; Xg=3
x2 furx=1 sinx fi]rx<% n
= N = = ;X -
Rl V; firx>1 %07 &) 1) coSX fUrx>% ° 4
2 2
=T fiir x4+ 1 2X—X=3 fiir x4 —1
f) f(x)= x—1 i Xo=1 g) f(x)= x4+ 1 P Xg=—1
1 fir x=1 -5 farx= —1
11) Wie muB te R gewahlt werden, damit die Funktion f an der Stelle x, stetig ist?
= tsinx furx=<Z
x+1 furx<0 6 n
_ . — — : Hp==i=
a) fx) { 2+t farxz0 00 b) T(x) thx firx>2 =%
2
t—x2 fir x <1 : *:1*2 fir x < — 1
c) flx)= < 1 )  Xo=1 d) f(x)= 8 - |
) f(x) : fiir x>1 > %0 ) f(x) t-x2“2 et — 1 0

12) Entwirf ein Schaubild der Funktion f. Ist f an der Stelle x, stetig (differenzierbar)?
: Xo=0 b) f(x)=|x—1]; xo=1 c) f(x)=]/;;x0=0,
d) f(x)=}|x|; xo=0 e) f(x)=2"; x,=0 B = Hax|oa=1

-G it e
6x—18 firx>3' 0=

a) f(x)=x+|x

x:|x| furx=0

9) 1(x) = [ o h) f(x) = { 3

0 firx=0 0%

13) Fir welche x-Werte ist die Funktion f monoton zunehmend (abnehmend)?
a) f(x) =4x+x2 b) f(x)=%x3—9x+1 c) f(x)=~—%x4+4x

d) f(x)=%x5—%x4 e) f(x)=x+cosx f) f(x)=x—2sinx

a) f(x)=lcos(nx)—x h) f(x) = —1cos2x—1x i) f(x)=1 —X+ sinx
7T 2 2 X
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Ubungsaufgaben M 1 Lésungen

1) a) 2 b) 2a+h c) 3a®+3ah+h® d) 6a+3h ) - : ! : f) 8a+4h+4
ala+
2a+h
L, i B W
) a?(a+h)? ) a+h+ya
2)a)2 b)2a c) 3% dy6a e-— f)Bats g -= h) -
a a Ja

3)a1 bo c) -025 d) 0,25
4) a) y=2x b) y'=6x2 ¢) y'=-

2 2 1 X
d) y=— e) y=—— =
x-2? L e Y e

5)a) x=0 b) x=0 ¢)xeZ d) x=0,x=2 e) x=0,x=6 f) x=3,x=-4

6) a) 4x-y-4=0 b) 2y+1=0 c) 14x-y+16=0
d) x-2y-2=0 e) 3x+2y-7=0 f) 3x+y-36=0
7) a) P@/-6) b) P,(1/0), Pg(-%/-%) c) Py(2/-1), Po(-2/3) d) P(2/3)

8) a) (1) =3; f(-2)=12; f'(a) = 3a? 9)Bei Bruchtermen muB durch Erweitern der Differenzenquotient zunichst mit
b) f(0)=0; f(-1) = —6; f'(a) = —6a? einem Bruchstrich dargestellt werden. Treten Wurzeln im Zahler auf, dann ist

C) f'(O) =0; fl(—2) = —32; fl(a) — 432 der Zahler (durch Erweitern mit der 3. binomischen Formel (a+b)(a—b) = a2 —b?)
d) f(1)=9; f(-0,6)=0; f(a)=8a’+1 rational zu machen, so daB der Faktor gekurzt werden kann.
Ty ] — V, = _1 =
== fi(x) = —— (e} i
e) f(1)=0; f(a)=1- i (a #0) a) '(x) (13+ ME b) f(x) = (11+ 3xl) . cl) (x)
dj 1= e e
0 f2)=-g: fa)= (a#-1) x‘ 5 W3 R
9 (a+1p +1)z 0 Fpg_ Sl & Eees 1
2 2 14 3x) 2 (1+3x)y/1+3x
g) f(2)= 4+£-f() SR WL VA )

zf 8) 1) =V5: (=3 V&
‘\/.2- 1 x+h __ﬁ

h) f(1)= —; f(a) = ———=: (a # —1) _ iwen e (14 x)VX+h— (14 x+h)vX
4 2] Noms oo e s
. : : Erweitern mit (1 4+ x)v/x + h + (14 x + h)y/x fihrt auf
10) a) stetig (Knick) Fig. 23.5a o (14 x)(x+h)—(14+x+h)2-x
b) stetig (am Rand) * 7 h(14 x4+ h)1 4+ X)[(1+)vX+ h+ (1 +x+ h)v/X]

Fur den Zahler Z erhalt man
Z=x+2x*4+x34+h+2hx+ hx® — x — x> — h’x — 2hx — 2hx?
Z =h - hx? — h’x = h(1 — x2 — hx) Kurzen von m_ durch h gibt

c) unstetig (Sprung) Fig. 15.8
d) stetig (Knick) Fig. 24.3d

e) In % nicht definiert. (Fig. 24.3¢) = 1—x2— hx
T (14 x4+ h) 14+ X1+ x)vx+ h+ (14 x+h)yX]
Untersuchung auf Stetigkeit sinnlos, : 1-x & 1-x

h — 0 gibt f'(x) = x>0

201+ xP(1+x)vx 21+ x)?- ﬁ;

2 i
obwohl der Grenzwert — existiert.
2 11) 2 a) =4
. . . e ® 1 x o u
f) Nicht stetig (Sprung) (Fig. 24.3f) b) t-sin e S S R SogliaE s
(2x = 3)(x + 1) 2 c) t=2
—=——— =2x-3 furx#1 3
g) f(x)= o 5 X—2 furx < -1
= =2 1#d) f(x)= x2 B ; in x, = —1 stetig furt=3
5 furx= -1 ) #64 3. —— furx> -1 "o &
x4+ 2 =
stetig in x, = —1 (Fig. 24.3g)
12) 13) a) Streng monoton zunehmend fiir x > —2; abnehmend fiir x < —2.
- b) f/(x) =x*—9; f/(x) > 0 fiir [x| > 3; f'(x) < 0 fiir x €] - 3; 3 [.
2x  furx>0
= S8 e ig, ni iff. in 0 (Knick) (Fig. 24.14. 1 = o
f(x) {0 fetngiy stetig, nicht diff. in 0 (Knick) (Fig a) o) fi(x) = _Exa +4; (x) > 0 fiir x < 2; /(x) < 0 fiir x > 2.
L s T e e e BULT e e s ] o S 2
f(x):{x 1 fﬁrle;stetig, SIERE SOl ik | hick) d) f(x) =x*—x = x}(x—1); f/(x) > 0 flir x > 1 oder x < 0; f'(x) < 0 flir 0 < x < 1
1-x furx<1 e) f(x)=1-—sinx > 0; fiir alle x € R streng monoton zunehmend
f(x) = v/x stetig, nicht diff. in 0 (Tangente ist die y-Achse). f) f(x) = 1-2cosx; da f' die Periode 2w hat, geniigt die Untersuchung in [0; 2x]
5w
f(x) = { i 120 ; stetig, nicht diff. in 0 (Spitze) (Fig. 24.14d) f'(x) > 0, d.h. cosx < = fiir 3 <X T
V=x firx<o’ ; 1es 57
2 firx>0 : : S : ) f(x)<0,d.h.cosx>§fur0§x<§oder?<x§21r.
f(x) = { =x . Fivsiclor stetig, nicht diff. in 0 (Knick) (Fig. 24.14¢) g) f'(x) = —sin(mx) — 1 < 0; f fiir alle x € R streng monoton abnehmend.
Ig x firx > 1 h) f’(x):sin2x—l'f’(x)>0in den |nterval|en]k1\'+— k‘l(+—|:fur keZ
f(x) = 1 ; stetig, nicht diff. (Knick) (Fig. 24.14f).
—ng:lg; firo <x<1’ elo. ™5« = B_'xﬂ SEL Ux 7=
y firx 30 212 PIITE e _12 o
f(x) = { 0 furx = 0; nicht stetig, nicht diff. in 0 (Fig. 24.14g) in den iibrigen Intervallen ist f'(x) < 0: ]k"‘ = o Rt ° |:
-1 furx<o0 .
e alf <3 i}y fix)= ———1+cosx<0furx€R\{0}
f(x):= { ﬁg; ; :x ' 1'8, i Giaé ; fin x, = 3 stetig und differenzierbar; f streng monoton abnehmend fur x € R~ und fur x € R*, also nur innerhalb

der Intervalle mit x < 0 bzw. x > 0.

stetig, weil g(3) = h(3) = 0; differenzierbar, weil g'(3) = h'(3) = 6; somit isl i
Es gilt namlich z.B. f(1) = sin1 > sin(—1) = —sin(1) = f(-1).

f/(3) = 6 (Fig. 24.14h)
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